Calka oznaczona - dalsze zastosowania geometryczne

Dalsze zastosowania geometryczne calek oznaczonych

Oprocz podanych wczesniej zastosowan, catki oznaczone mozna rowniez wykorzysta¢ do obliczania
dtugosci tuku krzywej, objetosci oraz pola powierzchni bryty obrotowej otrzymanej w wyniku obrotu
danej krzywej wokot osi Ox. Dodatkowo, krzywa mozna okresla¢ w rdzny sposob. Wyrdznimy tutaj
trzy przypadki.

I. Krzywa dana réwnaniem y = f(x)

Niech funkcja f bedzie ciagla w przedziale (a,b). Dlugosé tuku krzywej y=f(x) dla xe(a,b),

objetos¢ bryly obrotowej oraz pole powierzchni obrotowej utworzonych przez obrot tej krzywej wokot
osi Ox wyrazajg si¢ wzorami:

Ditugosé tuku
b

5) 1= [+ ax,

a

Objetosc bryly obrotowej
b

© Vl=r [1rof ax,

a

Pole powierzchni obrotowej

b
) |S|=2n f F 1+ [/ dx.

W przypadku wzoru na dhugo$¢ tuku oraz pole powierzchni obrotowej zakltadamy dodatkowo, ze
funkcja /" ma ciagla pochodng w przedziale <a,b>.

Przyklad. Obliczy¢ dlugosé luku krzywej y=x> dla 0<x<+2.
Rozwiazanie.

W przyktadzie tym oprocz wzoru (5) zastosujemy rowniez wzor wykorzystywany przy obliczaniu
pewnego typu catek z funkcji niewymiernych, a mianowicie:

@®) f P kdx = %x\/xQ tk +%k1n

Otrzymujemy:
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Przyklad. Obliczy¢ objetos¢ bryly obrotowej oraz pole powierzchni obrotowej powstatych przez

obrot dookota osi Ox krzywej y=cosx dla 0<x< g .

Rozwiazanie.
y
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2
Rys. 7.
Poniewaz
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Obliczamy teraz pole powstalej powierzchni obrotowe;j. Stosujemy wzor (7) 1 (8):

|S|=2n f W1+ dx=
:27]‘\/1+7I2dt:27r
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— sinx =t
cosxy1+sin” x dx =

%N\—l

| cosxdx=dt|

%z 1+ +%ln‘t+ 1+ :w[ﬁﬂn(uﬁ)].
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II. Krzywa okre$lona rownaniami parametrycznymi

Jezeli funkcje x 1 y sa funkcjami cigglymi tej samej zmiennej ¢:
x=x(t), y=y(1),

gdzie ¢ przybiera warto$ci z pewnego przedzialu 7, to moéwimy, ze funkcje te okreslaja krzywa na
plaszczyznie. Powyzsze rdwnania nazywamy rownaniami parametrycznymi tej krzywej, a zmienng ¢
nazywamy parametrem.

Ponizsze rysunki przedstawiaja przyktadowe krzywe okre$lone rownaniami parametrycznymi. W
rownaniach tych r, a, b s3 pewnymi dodatnimi statymi.
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Rys. 8. Okrag
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Rys. 10. Asteroida
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Rys. 9. Elipsa

Ewolwenta kota
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Rys. 11. Ewolwenta kota
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Rys. 12. Cykloida



Zatozmy, ze dana jest krzywa okreslona roOwnaniami parametrycznymi
x=ux(t), y=y(t), gdzie funkcje x i y sgciagledla 7€ <0L,B>. Wowczas zachodza nastgpujace

WwZzory:
Pole obszaru
e jezeli x(¢) jest funkcja rosnaca, to
3
©) D= [|yo|x' @,

e jezeli x(¢) jest funkcja malejaca, to

8
(10) 0=~ [ )< (e,

gdzie D jest obszarem ograniczonym dang krzywa, osig Ox oraz prostymi x=a i x=»b (gdzie
a=x(a), b=x(0)), a dodatkowo funkcja x ma w przedziale <0L,B> ciggla pochodna.

Dtugosé tuku
8
(11) I = f \/ O] +[y @ dr

«

przy zalozeniu, ze funkcje x 1 y majg ciagle pochodne w przedziale <a,ﬁ> oraz
[x/(t)]2 —I—[y/(t)]2 >0 dla kazdego ¢ z tego przedziahu.

Objetos¢ bryly obrotowej
e jezeli x(¢) jest funkcja rosnaca, to
3

(12) V== [[v@f ¥@ar,
o jezeli x(¢) jest funkcja malejaca, to
3

(13) V== [[yOf ¥@a,

gdzie V jest bryla obrotowag otrzymang przez obrot dookola osi Ox trapezu krzywoliniowego
ograniczonego dang krzywa, osig Ox oraz prostymi x=a i x=5b (gdzie a=x(a),b=x(3)), a

dodatkowo funkcja x ma w przedziale <a, ﬁ) ciagla pochodna.

Pole powierzchni obrotowej

8
(14) S| =27 f | y(t)|\/ [x/(t)]2 +| y/(t)]z dt,

gdzie S jest powierzchnig obrotowa otrzymang w wyniku obrotu danej krzywej wokot osi Ox oraz
przy zatozeniu, ze funkcje x 1 y majag ciaggle pochodne w przedziale <a, B> oraz

[x/(t)]2 +| )/(t)]2 >0 dla kazdego ¢ z tego przedziahu.



Przyklad. Obliczy¢ dlugosé tuku asteroidy x(f)=acos’t, y(f)=asin’t, t€<0,27r> oraz pole
obszaru ograniczonego tg asteroida.

Rozwiazanie. Patrzac na rysunek asteroidy (rysunek 10) widzimy, ze zbudowana jest ona z czterech
czesci (tukow) o takiej samej dlugosci. Mozemy zatem obliczy¢ dhugosci tuku asteroidy lezacy w

pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzgdnych (dla ¢ € < 2 > ), a nastgpnie wynik pomnozy¢ przez 4.
Wyznaczmy najpierw pochodne funkcji x 1 y:

x'(t)=—3acos’tsint, y'(t)=3asin’ tcost. Zatem
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Przechodzimy teraz do obliczenia pola obszaru ograniczonego asteroida. Podobnie, jak to miato
miejsce wyzej, rowniez w tym przypadku latwo stwierdzi¢, ze nasz obszar sklada si¢ z czterech
przystajacych obszarow. Zatem jego pole obliczymy jako przemnozone przez 4 pole ¢wiartki asteroidy

otrzymanej] dla t€ <0,%> . Poniewaz  funkcja cosinus  jest funkcja  malejaca

w przedziale <0,%>, wiec rowniez funkcja x(f)=acos’t jest w tym przedziale malejaca.

Zastosujemy zatem wzoOr:
3

D=~ [ |y)]x @)

«

Podstawiajac do wzoru oraz wykorzystujac fakt, ze sin’s >0 dla kazdego ¢ € <0,%> otrzymujemy:

sin* zcos? tdt .

o%m\:}

2

|D| = —4f‘a sin’ t‘(—Sa cos’ tsint)dt =124°
0

Obliczamy najpierw catke nieoznaczong:

1= fsin4 tcos® tdt = fsin4 t(1—sin’ 1)dt = fsin4 tdt — fsin6 tdt .

Obie otrzymane catki obliczamy ze wzoru rekurencyjnego:

. 1 . 1 n—1 2
fsm” xdx =——sin""" xcosx + fsm” xdx .
n n
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II1. Krzywa we wspotrzednych biegunowych

Przed podaniem wzoréw zwigzanych z zastosowaniem catek oznaczonych przedstawimy podstawowe
wiadomosci dotyczace uktadu wspolrzgdnych biegunowych oraz jednego ze sposobu okreslenia
krzywych w uktadzie biegunowym.

Niech na ptaszczyznie zorientowanej (plaszczyznie na

ktorej zostal ustalony dodatni kierunek obrotu) dany

bedzie punkt O zwany biegunem oraz polprosta Ox o
poczatku wpunkcie O zwana osig biegu-nowq.
Moéwimy wowcezas, ze na plaszczyznie zostat 0
okreSlony  uktad  wspolrzednych  biegunowych.
Kazdemu punktowi P (ré6znemu od O) w tym
ukfadzie mozna przyporzadkowaé pare liczb (r,¢),

gdzie r jest odlegloécig punktu P od bieguna O, a ¢ jest miarg kata, jaki tworzy promien wodzacy

P(r, ¢

X

Rys. 13. Wspotrzedne biegunowe punktu

punktu P z osig biegunowa. Liczby te nazywamy wspotrzednymi biegunowymi punktu P (rys. 13).
Punktowi O przypisana jest liczba r» = 0, natomiast miara ¢ jest nieokre$lona (w niektérych
zrodtach przyjmuje sie ¢ =0).

Zatdzmy teraz, ze dana jest zalezno$¢

r=f(¥),

gdzie f oznacza funkcje¢ zmiennej ¢ . Zalezno$¢ ta (przy pewnych zatozeniach o funkcji ') okresla
krzywa w ukladzie biegunowym. Wykres takiej krzywej mozna sporzadzi¢ na podstawie kilku
konkretnych punktow — przyjmujac okreslong wartos¢ wspotrzednej ¢ wyznaczamy na podstawie
zaleznosci = f(p) odleglos¢ szukanego punktu od bieguna.



Podamy teraz kilka przyktadéw krzywych w uktadzie biegunowym:

Kardioida
r=a(l+cosp), p(0,2r).
Wykres dla a =1:

270

Rys. 14. Kardioida

Rozeta dwulistna
r=asin2y
Wykres dla a =1:

270

Rys. 15. Rozeta dwulistna

Rozeta trojlistna
r=asin3p.
Wykres dla a =1:

Rys. 16. Rozeta trgjlistna

Rozeta czterolistna
r= a|sin2g0| , P €<O,27r).
Wykres dla a=1:

Rys. 17. Rozeta czterolistna

Spirala Archimedesa
r=¢ ¢e(0,2m).

Rys. 18. Spirala Archimedesa

Spirala wyktadnicza
r=ae", ¢ <0,27r) )
Wykresdla a=2 i m=0,25:

Rys. 19. Spirala wyktadnicza




Niech teraz w uktadzie biegunowym dana bedzie krzywa AB okre$lona réwnaniem

r=f), a<e<pf (a=0, f—a<2m),
gdzie funkcja f jest ciagta i nieujemna w przedziale <0L,B> . Woéwczas zachodza nastepujace wzory:
Pole obszaru

8
(15) D=5 [T/ e

gdzie D jest obszarem ograniczonym krzywa AB i dwoma promieniami wodzacymi OA 1 OB
tworzacymi z osig biegunowa odpowiednio katy a.i (.

Dtugosé tuku

8
(16) 1= [Jlr@r +[r'@)f de,

gdzie funkcja f ma ciagla pochodng w przedziale <a, B>
Przyklad. Obliczy¢ pole obszaru plaskiego ograniczonego kardioida »=2(1+cosy), gdzie

v
€(0,—).
g0<2>

Rozwigzanie. Obszar, ktérego pole chcemy obliczy¢ przedstawiony jest na rysunku 20.

D

Rys. 20.

Korzystamy z odpowiedniego wzoru
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ dhugos¢ uku krzywe;j:

30", f(x)=Inx dla B<x<8, 31. f(x)=arcsinx++1—x* dla —%gxgé.

Obliczy¢ objetos¢ bryly powstatej przez obrét dookota osi Ox krzywych o rownaniach:

32. y* =2px, 0<x<4, 33. y=tgx, OSXSE’
34. y=2x—x", 0<x<2, 35. y=Inx, 1<x<e’.

36. y=xe*, 0<x<I1.

Obliczy¢ pole powierzchni powstalej przez obroét dookota osi Ox krzywych o roGwnaniach:

37. y=+/x+2 da 1<x<2, 38. y=¢* dla 0<x<In3,
Obliczy¢ pole obszaru ptaskiego ograniczonego liniami (a, 5> 0):

39. x(t)=a(t—sint), y(t)=a(l—cost), t€(0,2),

40. x(t)=acost, y(t)=bhsint, tc <0,27r) ,

1. r(p)=a, ¢e(0,27),

2. r(p)=ae™, ¢e(0,2m),

43. r(p)=sin3p, pc <0§] .

Obliczy¢ dhugos¢ tuku krzywych o réwnaniach:

44. x(t)=a(cost+tsint), y(t)=a(sint —tcost), t€ <O, 7r> ,

45. x(t)=acost, y(t)=asint, t€ <0,27r) ,

46. r(p)=ap, ¢e(0,27),

47" r(p)=a(l+cosp), pe(0,m).

Obliczy¢ objetosc bryly powstatej przez obrot dookota osi Ox krzywych o rownaniach:

48. x(t)=acos’t, y(t)=asin’t, t6<0,7r>, 49. x(t)=acost, y(t)=asint, t€<0,§>.

Opracowanie:
dr Igor Kierkosz
dr hab. Volodymyr Sushch



